Predikatova logika

Na rozdil od vyrokové logiky si predikatova logika (PL) vSima struktury vét samotnych.
Rozlisuje v kazdé véte individuum, resp. individua, o némz, resp. o nichz, se néco predikuje -
predikat intuitivné chapeme jako vlastnost nebo vztah. VétSina z toho, co jsme formulovali ve
vyrokové logice zlstava v platnosti i v ramci predikatové logiky. Nejdiive formulujeme PL

prvniho fadu.

PL 1

ZAKLADNI UVAHA

Uvazme tfi divky, Annu, Baru a Gabrielu. Tyto tfi divky tvofi naSe univerzum tvahy,
univerzum U. Oznacme si je po fad¢ (metajazykovymi) vyrazy a, f3,y. Tedy U={a, B, v},
univerzum je mnozina individui. Jména zastupujici tyto divky oznacime individuovymi
konstantami a, b, c (tyto konstanty budou mit vzdy stejnou interpretaci - o pro a, 3 pro b, y pro
c). Individuové proménné X, y, z, X;, Y2, Z,,... zastupuji individua ,,neurcité” (v zavislosti na
valuaci). Mé¢me vétu ,,Gabriela je divka®, nahradime-li jméno Gabriela proménnou x, pak
ziskame vétu ,,x je divka® (kde x nabude hodnotu o, nebo B, ¢i y). Predikatovy symbol je vyraz,
oznacujici predikat, tedy vlastnost nebo vztah, ktery lze predikovat (vypovidat) o individuu,
nebo individuich (napf. ,byt divka* je predikat). Vlastnost ,,byt divka® je predikovatelna
(jednotlivé) o tfech individuich, tyto tfi tvoii mnozinu ,,divek*; piSeme P(X). MiZzeme tvrdit, Ze
,»pro vSechna x plati, Ze x je divka®; v zapisu uZijeme obecny kvantifikator V (VXP(x)). Jinym
ptikladem je ,,byt ernovlasa®, coz se tyka napt. jen Gabriely, tedy ,,pro nékterd X plati, ze X je
cernovlasé™; v zapisu uzijeme existenéni (Casteény) kvantifikator 3 (3IXP(X)). Obecny
kvantifikator 1ze v pfipad¢ konecného univerza nahradit konjunkci P(a;)A... AP(ay), existencni
kvantifikator zase disjunkci P(aj)v... vP(a,) (kde a;, .., a, jsou individuové konstanty).
Vlastnosti jsou tedy v PL chipany jako mnoziny. Predikat pro vlastnost mize byt predikovan
jen o n¢jakém individuu; je to monadicky predikdt. V naSem univerzu muZeme ovSem také
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konstatovat napf. vztah, Ze Gabriela je vyssi neZ Anna; zapisujeme jej P(X,y) (je-1i Gabriela vyssi
neZ Bara, 1 vy$$i neZ Anna, miiZzeme psat P(c,x), kde c je konstanta pro y). Vztahy jsou chapany
v PL jako n-arni relace. Predikaty, které plati o néjakych dvojicich se nazyvaji binarni predikaty
(o trojicich ternarni, atd.), arita (Cetnost) predikatu je pocet mist predikatu. Co je to relace?
Nejprve uvazme kartézsky soudin univerza - je-li U={o ,B,y} mame pii U® mnoZinu
{<a,0>, <a,pB>, <a,y>, <B,a>, <B,B>, <P,y>, <y,a>, <y,p>, <y,y>}, tj. mnozinu 32 usporadanych
dvojic (kde 3 je pocet prvkll U, 2 je nasobnost soucinu); obecné¢ je mozny kartézsky soucin Uk,
Relace je podmnozinou kartézského soudinu daného U; pii U? je moznych podmnozin 2° (kde 9
je pocet n-tic U%). Napf. relace ,,byt vyssi nez*, plati (je-li Bara vy3§i nez Anna, Gabriela vyssi
nez Anna, Gabriela vys$i nez Bdara) jen o podmnoziné¢ daného kartézského soucinu, totiz
{<B,o>, <y,a>, <y,B>}; lze fici, ze predikdtovy symbol je interpretovan touto podmnozinou.

Vypoveéd je pravdiva nebo nepravdiva podle toho, zda ten prvek patii do t¢ mnoziny nebo ne.

JAZYK PREDIKATOVE LOGIKY 1. RADU

Abeceda:

1) symboly pro individuové proménné X, V, z, ... X, Y1, Z1, ...

1) symboly pro individuové konstanty ay, ..., an

1) symboly pro predikaty (i znad aritu predikatu; i > 1) P', Q', R, ..., P'}, P", ...
wv) symboly pro logické spojky —, A, v, =, <>, ...

v) symboly pro kvantifikator ¢aste¢ny a obecny 3, V

Vi) pomocné symboly (, ), ,

Pozn. PL1 miZe byt rozsifena o funkcionalni symboly (£, £, ...) a o identitu (=).

Gramatika:
- termy
1) kazda proménna je term

) kazd4 individuova konstanta je term



- spravné utvotrené formule
1) atomické formule

1) jestlize pk je k-mistny predikatovy symbol a jestlize d, .., dg jsou termy, pak P, .., dy) je

atomicka formule (s.u.f.)

2) formule
1) jestlize A, B jsou s.u.f., pak —A, (AoB) (kde o je A nebo v, ¢i —, €i <>) jsou s.u.f.
u) jestlize x je proménna a A je s.u.f., pak IX A a VX A jsou s.u.f.

3) nic jiného neni s.u.f.

Pozn.: Budeme psat VX;...XpA misto VX, VX, ... , VX A, stejné tak pro 3.

SEMANTIKA PL1

Valuace

Individua lze uspotradavat do nekonecné mnoha nekoneénych sekvenci. V téchto
sekvencich rozpoznavame pozice. Valuace je pak funkce, kterd kazdé proménné piifadi presné
jedno individuum, a to - pro proménnou X;j— prave to individuum, které je na i-té pozici (V(X)=5).
Napt. pro U={a,} mame sekvence aaaa..., paaa..., afaa..., aafa..., ..., faa..., Bapa..., ...,

pricemz v, pfitfazuje X; o, X, také a, stejné tak i1 X3, X, ..., Vo piifazuje X; B, X21 X31 X4 @, atd.

Sémanticka funkce S je funkce, ktera predikdtovym k-argumentovym symbolim ptiradi
podmnoziny univerza U (pfi k=1), ¢i mnoziny uspofadanych n-tic individui z U (pii k>1),

individuovym konstantam prvky U.

Interpretace je funkce Jsy , které pfifazuje kazdé atomické formuli A urcitou pravdivostni

hodnotu v zavislosti na valuaci v a sémantické funkci S takto:

- termy (pfifazuje jen individuum jako valuace)
a) je-li A proménna X;, pak Jsy(A) = V(Xi)
b) je-li A individualni konstanta a;, pak Js(A) = S(a;)

3



a) je-li A predikatovy symbol PX, pak Jsy(A) = S(Pk)
- atomické formule

a) je-li A atomicka formule Pk(dl, ..., dk), pak Jsy(A) = 1, jestlize n-tice <Js(d)), ...,
Tsu(d)> € S(PY; 0 v opacném piipadé

- formule
a)
1. je-li A tvaru —B, pak Jsy(A) = 1, jestlize Jsy(B) = 0; 0 v opacném piipadé

2. je-li A tvaru BAC, pak Jsy(A) = 1, jestlize Js(B) = Is(C)=1;0v
opacném piipadé

3. je-li A tvaru BvC, pak Jsy(A) = 0, jestlize Is(B) = Is(C)=0; 1 v
opacném piipadé

4. je-li A tvaru B—C, pak Js\(A) = 0, jestlize Isy(B)=1a Is(C)=0; 1 v
opacném piipadé

5. je-li A tvaru Be>C, pak Jsy(A) = 1, jestlize Is(B) = Isy(C); 0 v opacném
ptipade

b)

1. je-li A tvaru VXB, pak Js\(A) =1, jestlize Js, (B) = 1 pti kazdé valuaci
V', ktera pfifazuje volné proménné stejnou hodnotu jako v, avsak vazané
proménné piifadi jakoukoli hodnotu z U, 0 v opaéném piipadé

2. je-li A tvaru 3xB, pak Js(A) = 1, jestlize Is, (B) = 1 alespon pfi jedné
valuaci V', 0 v opaéném piipadé

Komentar k interpretaci

- termy

a) Interpretace individuové proménné je totéz co valuace pro tuto proménnou (je to
n¢jaky prvek univerza (§eU), v zavislosti na valuaci).

b) Interpretace individuové konstanty je prvek univerza (§eU) (interpretace nejsou
ovlivnény valuacemi).

a) V ptipad¢ predikatového symbolu PX, je jednotlivou interpretaci pfifazena (v zavislosti na
V) —je-li k=1 — podmnozina univerza, resp. - je-li k>1 - mnozina uspotfadanych n-tic.



- atomické formule

a) Interpretace atomické formule Pk(dl, ..., dy) je 1, jestlize n-tice prvkl (dana
interpretaci termi je prvkem interpretace dan¢ho predikatu Pk( <Tsv(d1), ..., Isu(di)>
e S(PY)).

- formule

a) Interpretace vyrokovée logickych formuli v prostfedi PL je snadno nahlédnutelna.
Umoziiuje nam to Ustrojné vEélenit VL do PL.

b) Valuace V', je takova valuace, ktera je zcela podobna valuaci v, az na pfisouzeni
ruznych hodnot vazané proménné X. Jinymi slovy feceno - dana valuace v je
akceptovéna jen pro proménné (piipadné vyskytujici se v B), které jsou odlisné od X.
Je to omezeni valuace Vv tak, Ze se netyka X.

Pravdivost
Véta A nabyva v interpretaci Jsy hodnoty pravda nebo nepravda pii valuaci v. (Véta A
je spliovana valuaci v v interpretaci J, jestlize Jsy (A) = pravda.)

Véta A je pravdiva v interpretaci Jsy , jestliZze nabyva hodnoty pravda pii kazdé valuaci

Véta A je logicky pravdiva (tautologie), jestlize je pravdiva pii kazdé interpretaci.

Vyplyvani
Véta B logicky vyplyva z vét Ay, ..., An, jestliZe je pravdiva pii kazdé¢ interpretaci, pfi niz

jsou pravdivé véty Ay, ..., An.

Volnost a vazanost proménnych
1) vyskyt X v X je volny
) vyskyt X je volny v —A, AoB, je-li volny v A, resp. i v B
) vyskyt X je volny v VYA, YA, je-li volny v A a jde-li o proménnou odlisSnou od y

Tedy: proménna je volna v A, jestlize méa v A alespon jeden vyskyt volny, a naopak: proménna

je vazana v A, jestlize jsou vSechny jeji vyskyty v A vazany kvantifikatorem.

Uzaviena formule je formule, v niZ jsou vSechny proménné vazany.



Term t je substituovatelny za proménnou X ve formuli A, je-li term individuova
konstanta nebo individuova proménna X takova, ze po dosazeni do formule A neni v dosahu
kvantifikatoru, ktery vaZze proménnou X. Formuli, v niZ je kazdy volny vyskyt x nahrazen

terminem t, zapisujeme A[X/t].

Tautologie predikatové logiky

Z jakékoli tautologie vyrokové logiky lze ziskat substituci jakékoli formule PL za
vyrokové symboly tautologii PL. Napft. v ptipadé pv—p mizeme za p dosadit napt. VXP(X):
VXP(X) v =V XP(X), anebo jen P(x): P(X) v —P(X).

Specifické tautologie PL jsou pak napf.:

A)
VXA < IXx—A De Morganovy zakony pro kvantifikatory
VX—=A < —3XA
VXA <> —3IX—A

—VX—A < IXA

B) (kde t musi byt substituovatelné za X)

VXA — A[X/t] zakon konkretizace
A[X/t] —> IxA zékon abstrakce
VXA — IXA zakon partikularizace

0)
VX(AAB) <> (VXA A VXB) zakony distributivnosti kvantifikatora
IX(AvB) <> (IXA v IxB)
(VXA v VxB) —» VX(AvB)

(IXA A IXB) — IX(AAB)

D)

AXVYP(X,y) — VYyIxXP(Xy)



JyVXP(X,y) » Vx3IyP(x,y)

AXIOMATIZACE PREDIKATOVE LOGIKY PRVNIHO RADU

1) Formalni jazyk (viz vyse)

2) Axiomy
a) (axiom-schémata)

Ax.1: A>(BA)

Ax.2: (A>>(B—C)) - (A->B)—>(A—>C))

Ax.3: (=B—>—A) > (A—>B)
b)

Ax.4: VXA — A[XA]

Ax.5: VX(A—>B) > (A—>VxB) (kde A neobsahuje volnou proménnou X)

3) Pravidla odvozeni

Modus ponens (MP) (pravidlo odlouceni)
Jsou-li A i A—B teorémy, pak je i B teorémem.
A A—->B
B

Pravidlo generalizace (PG)
Necht' B neobsahuje zddnou volnou proménnou X. Jestlize mizeme dokdzat vétu B—>A[X], pak
muzeme dokazat 1 vétu B—>VA[X] . Pfi kvantifikaci se z volné proménné (jakou je X v prvni
formuli) stava proménna vazana. Timto pravidlem zajistujeme bezespornost (véta B—>A[X] by
meéla byt logicky pravdiva, tj. pravdiva pro vSechna udéleni hodnot proménné X), nikoli ale
pravdivost (kdyz je B—>A[X] pii n¢jakém udileni hodnot pravdiva, neni nutné, ze i B>VA[X] je

pravdiva).



B—oA[X
B—>VA[X]

DALSI POJIMY

Pojmy, které jsme si definovali ve vyrokové logice ziistavaji v platnosti, modifikovat je

tteba jen definici diikazu z hypotéz.

Diikaz z hypotéz

Dtikaz z hypotéz je kone¢na posloupnost spravné utvoienych formuli (vedle axiomi a vét
odvozenych odvozovacimi pravidly tu mohou byt i jednotlivé hypotézy). Podminkou je, ze je-li
mezi kroky dikazu je H=A;, kterd obsahuje proménnou X, pak n¢kde dale v dikazu bude krok
vznikly uplatnénim pravidla generalizace (coz povede ke kvantifikaci proménné X; piSeme pak

Al |:Xi B).

PL1 je Gplna, bezesporna, ale neni rozhodnutelna.

ARISTOTELSKA LOGIKA

Aristotelska a posléze tradi¢ni logika pracovala jen s jednomistnymi predikaty, je jen
casti PL1. Véty byly analyzovany jako urcita spojeni subjektu a predikétu (budeme je oznacovat
po fadé A a B). Kvalita (kladny/zaporny vyrok) a kvantita (obecny/Castecny vyrok) vytvaii ctyii
moznosti typd vyrokd, pficemz tyto moznosti byly ve stfedovéku oznaCovany a, e, i, o (z
latinskych slov affirmo - tvrdim, nego -popiram). Tedy: Kazdé A je B. [a] , Zadné A neni B. [e],
Néktera A jsou B. [i] , Néktera A nejsou B. [0] .

Srovnani vyjadieni v tradicni logice, predikatové logice; v poslednim sloupci tzv.

Russellovy pfechody (univerzum je v nich omezeno):

tradi¢ni logika  predikatova logika (Russellovy ptechody)



AaB VX (A(X) > B(x)) (VxeA) B(X)

AiB 3x (A(X) A B(X)) (IxeA) B(¥)
AeB VX (A(X) > —B(X))  nebo —3IX (A(X) AB(X)) (¥VxeA)—-B(X)
AoB IX (A(X) A =B(x)) nebo VX (A(X) > B(X)) (IxeA) —B(X)
Obraty

obrat prosty (kvantita je zachovana):

SiP&PIS

SeP«>PeS
obrat po pripadé (kvantita je oslabena):

SaP<PiS

SeP<>PoS

Kategoricky sylogismus

Aristoteliv kategoricky (tedy bezpodminecny) sylogismus je usudek, ktery ma dvé
premisy (vyssi a nizsi), jeden zavér. Premisy a zavér jsou sloZeny ze tii termint: subjektu S,
predikatu P a stfedniho (medialniho) clenu M. Premisy a zavér jsou vzdy o dvou terminech (tedy
subjekt a predikat). Celkem jsou mozné Ctyfti figury (posledni je stfedovekd), pricemz pro kazdou
je 64 moznych distribuci a, 1, €, 0 mezi terminy premis a zavéru. Celkem je tedy 256 modu (typt
usudkil), z nichz Aristoteles vybral jen ty, kde zavér vyplyva z premis.
(Pozn. Stoiky zpracovany hypoteticky sylogismus je struktury A—B, B—>C / A-C,
hypoteticko-kategoricky A, A—>B/B.)

M P PM M P PM
SM SM MS MS
SP SP SP SP

(napf. v prvni figufe jsou platné ¢tyii mody: barbara, celarent, darii, ferio)

Ovérovani usudki Vennovymi diagramy



Vennovy diagramy jsou v podstaté mnozinovym vyjadienim usudkt. Kazdy ze tfi
termind je zastoupen jednim z kruhl. Jednotlivé premisy (zalozené na néjakém poméru dvou
mnozin) pak vyznacime ndsledovné: vySrafujeme vzdy tu ¢ast kruhu, tj. jednu ze sedmi (resp.
osmi) podmnozin, kde se nenachazi individua majici vlastnosti zminéné v obou terminech
(volime napt. Srafovani zleva doprava, zprava doleva), nevysrafovanu tedy nechavame tu ¢ast, o
niz nic bliz§iho nevime; v ptipadé€, ze se tvrdi, Ze v né¢jaké podmnoziné je alespon jeden prvek,
pak do ni vyznadime kiizek, resp. kiizky. Usudek je korektni, pokud to, co dostaneme

vymodelovanim premis, se shoduje s tim, co vymodelujeme ze zavéru.

Ptiklad nekorektniho usudku:
Z4dny mij znamy (Z) neni logik (L). (\\\)
Z4dny logik (L) neni Indian (I). (///)

Zadny milj zndmy (Z) neni Indian (I).

ROZSIRENI PL1 O IDENTITU

Identita je relace (ne mezi symboly, ale mezi denotaty), ktera je reflexivni: VX R(X,X),
symetricka: Vxy ((X=y)—>(y=X)) a tranzitivni: VXyz ((Xx=y) — ((y=2)—>(X=2)). Je tfeba rozsifit
jazyk, interpretaci a ptidat axiom i pravidlo.

Rozsiteni abecedy: symbol rovnosti (=)

Rozsiteni gramatiky: d;=d; je s.u.f.

Interpretace: Jsy(di=d;) = 1 pravé tehdy, kdyz JIs\(d;) = Isv(dz) (pfifadime-li tedy stejné
individuum)

Axiom pro identitu:

AX.6: VX (X=X)
Schéma pravidla pro identitu:

AX.7: VXy ((x=Y) — (A[x]<>A[y/X]))
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ROZSIRENI PL1 O FUNKCNI TERMY

Pro nékteré aplikace PL je tfeba pfidat specidlni termy pro funkce. Opét je tieba rozsifit
jazyk i axiomy PL1.
Rozsiteni abecedy: Je-li P" n-¢lenny predikatovy symbol, pak ™' je ptislugny n-1-&lenny
funk¢ni symbol.
Rozsiteni gramatiky: Jsou-li t;...ty termy, pak fik(tl...tk) je term.

Axiomy pro funk¢ni termy:

Ax.8: VX1..Xn1 Y Pi" (X;...Xn1 Y) (kde 3!y znamena piesné jedno Y)

AX.9: VX1 Xn Y P (X1 Xn £ (X1 Xn))

RELACE

(v naSem zapisu neuzivame infixové notace XRY)

Doplnék relace R(X,Y) =ar —R(X,Y)

Inkluze relaci RcS =4¢ VXY (R(X,Y) = S(X,Y))

Rovnost relaci R=S =4 VXy (R(X,y) <> S(X,y))

Sjednoceni relaci RUS(X,Y) =4r R(X,y) v S(X,y)

Prunik relaci RMS(XY) =4r R(X,y) A S(X.Y)

Univerzalni relace UX,Y) =ar R(XY) v =R(X,Y)

Prazdna relace D(X,Y) =ar R(X,y) A =R(X,Y)

Inverzni relace R (XY) =ar R(Y,X)

Kompozice relaci RoS(X,y) =4r 32 R(X,2) A S(Z,y)
PL2

V PL2 jsou na rozdil od PL1 povoleny i predikidtové proménné, které nabyvaji jako
hodnoty mnoziny (tj.podmnoZiny univerza), a navic tyto predikdtové proménné mohou byt
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kvantifikovany. PL2 je bezespornd, neni ale Uplna. Piikladem vyrazu PL2 je napt. zapis

Leibnizovy identity nerozlisitelnych entit: (X=y) <> VP(P(X)<>P(y)), tedy ze X a y jsou identické

pravé tehdy, kdyz maji vSechny vlastnosti stejné. Predmétem PL2 jsou zejména vlastnosti

binarnich relaci.

Vlastnosti binarnich relaci

Reflexivita
Poloreflexivita
Antireflexivita
Ireflexivita
Symetrie
Polosymetrie
Asymetrie
Antisymetrie
Tranzitivita
Polotranzitivita
Intranzitivita
Konexnost

Inkonexnost

Specialni relace

Refl (R) =¢r VX R(X,X)

Polorefl (R) =4¢ X =R(X,X) A 3 X R(X,X)

Antirefl (R) =4r = VX R(X,X)

Irefl (R) =¢r VX —R(X,X)

Sym (R) =ar VXy (R(X,y) = R(y.X))

Polosym (R) =4¢ 3Xy (((R(X,Y)A=R(Y.X)) A (R(XY)AR(Y,X)) )
Asym (R) =qr VXY (R(X,y) = —=R(Y.X))

Antisym (R) =4t VXY ( (R(X,Y)AR(YX)) = (x=y) )

Trans (R) =4r VXyz ( (R(X,y)AR(Y,2)) = R(X,2) )

Polotrans (R) =4¢ IXYZ ( (R(X,Y)AR(Y,2)AR(X,2)) A R(X,Y)AR(Y,2)A—=R(X,2)) )
Intrans (R) =4r VXyz ( (R(X,y)AR(Y,2)) > —R(X,2) )

Con (R) =gt VXY ( (x#y) = (R(X.Y)AR(Y,X)) )

Incon (R) =4r XY ( (X2Y) A =R(X,Y) A =R(Y,X) )

Relace typu ekvivalence: Refl(R) A Sym(R) A Trans(R)

Ostré usporadani: Refl(R) A Asym(R) A Trans(R)

Casteené usporadani: Refl(R) A Antisym(R) A Trans(R)

Jiff Raclavsky 1/10/1999/1V
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