Logika Stranka ¢. 1z 7

VYROKOVA LOGIKA

Jifi Raclavsky

Vyrokova logika (VL) je teorii vyrokové logickych spojek chapanych jako jména pravdivostnich
funkci. Zkoumany jsou vyroky slozené zdil¢ich vyrokti (ty jsou oznacovany vyrokovymi
proménnymi). Je uplatiovan Frege-Churchiiv princip skladebnosti - pravdivostni hodnota
sloZzeného vyrazu je jednoznacné urcena pravdivostnimi hodnotami jeho slozek.

PRAVDIVOSTNI FUNKCE

Kazda n-arni spojka je funkci definovanou na n-tici pravdivostnich hodnot, kterym pfitazuje
ur¢itou pravdivostni hodnotu. Pocet té€chto n-arnich pravdivostnich funkci je 2”-t4 mocnina dvou.
(V nasledujicich tabulkach oznacujeme pravdivostni hodnou pravda jako 1, nepravda jako 0.)

Nularni funkce
0 0
fl f2
1 0
Jednoargumentové funkce
1 1 1 1
argument f1 f2 (Id) f3 (=) f4
1 1 1 0 0
0 1 0 1 0

(Pozn. Id znamena identitu (identickou funkci).)

Dvouargumentové funkce

2 02 22 02 02 p2 02 02 2 20 20 20 20 20 20 2
argu-  £;7 £ 57 1,7 57 £ 7 £57 17 10767 Fo 37 7 £ g
ment v - o A/ |
<t,1>1 1 1 1 1 1 1 1 O O O O O O O O
<t,0>~1 1 1 1 0 O O O 1 1 1T 1 O O O O
<0,1>1 1 0 0 1 1 0 O 1 1 O O 1 1 O O
<0,0>~1 0 1 0 1 0o 1 O 1 o 1 O 1 0 1 O
(Pozn. / je Shefferova funkce - "... je neslucitelné s ...", | je Nicodova (Peirceova) funkce - "ani...,
ani..."; flozje vylucovaci disjunkce.)
Nejznamejsi vyrokove spojky
negace konjunkce disjunkce implikace ek\’m:alence
(ne) (a) (nebo) (jestlize,pak) (prave tehdy,
’ kdyz)
—p pPAg pvyq P—9q P9
01 111 111 111 111
10 100 110 100 100
001 011 011 001
000 000 010 010
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Priklady:

"Neprsi." (—), "Neni pravda, Ze je horko." (=)

"Prsi a je mlha." (A), "Petr a Pavel maji auto." ()

"Prsi nebo je mlha." (v)

"Jestlize sviti slunce, pak je hezky." (=), "Je-li 1+1=2, pak v Praze prsi." (—)
"Prsi tehdy a jen tehdy, kdyz padé voda." (<)

JAZYK (SYNTAX) VYROKOVE LOGIKY
Abeceda:

i) vyrokové symboly p, q, 7, ... 1, qy 15 ---

i1) symboly pro vyrokové spojky —, A, v, >, <>
iii) pomocné symboly (, ) a,

Gramatika:

1) vyrokové symboly (p, ¢, 7, ...) jsou spravné utvorené formule (s.u.f.)
i1) jestlize A, B jsou s.u.f,, pak —A, (AAB), (AvB), (A—>B), (A<B) jsou s.u.f.
i1) nic jiného neni s.u.f.

Pozn.1: Bod gramatiky ii) se mize v riznych systémech VL liSit. Napf. staci uvést — a v, nebo jen /
¢1 jen |; ostatni vyrokové spojky (pravdivostni funkce) Ize pak odvodit.

Pozn.2: Symboly A a B jsou vyrazy metajazyka, jenz mohou oznacovat jakékoli, tedy i slozené
vyroky.

Pozn. 3: Budeme uzivat konvenci o vynechavani zavorek vSude tam, kde to nebude na jmé
jednoznacnosti zapisu dané formule.

SEMANTIKA VYROKOVE LOGIKY

Interpretace - pravdivostni ohodnoceni (valuace) je zobrazeni J, které pfifazuje kazdé atomické
formuli (vyrokové proménné) dané uvahy urcitou pravdivostni hodnotu.

Formule A nabyva pfi interpretaci 3 pravdivostni hodnotu pravda, plati-li:
1. A je vyrokovy symbol a S( A)” 1.

2. A jetvaru —B a S(B)ZO.

3. AJ'e tvaru BAC a S(B)= S(C) =1.

4. AJ‘e tvaru BvC a 3By~ 1 nebo S~ 1.
5. AJ‘e tvaru B>C a J(B)Z 0 nebo J(C)Z 1.
6. AjetvaruB&Ca 3 B)~3(C)

Splnitelnost definovana na zakladé pojmu interpretace

Interpretace J splituje formuli A, plati-li:
1. A je vyrokovy symbol a S( A)” 1.

2. A je tvaru —B a J nesplituje B.
3. A je tvaru BAC a I spliiuje B i C.
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4. A je tvaru BvC a 3 splituje B nebo C.
5. A je tvaru B—>C a 3 nesplnuje B nebo spliuje C.
6. A je tvaru B&>C a 3 spliuje B i C nebo nespliiuje B i C.

Formule je splnitelna, je-li spliiovana asponl jednou interpretaci, kterou pak nazyvame model této
formule.

Tautologie je formule (véta), kterd nabyva hodnoty pravda pii kazdé interpretaci (tedy formule,
ktera je kazdou interpretaci spliilovana).

Kontradikce je formule (véta), kterd nabyva hodnoty nepravda pii kazdé interpretaci (tedy
formule, kterd neni Zadnou interpretaci spliiovana).

Seznam nékterych tautologii

A)
—(p A= p) zakon sporu
(v -=p) zakon vylouceného ttetiho
pop zakon totoznosti
pe>——p zakon dvoji negace
peo(@vp) zakon idempotence
peo(@Aap) zakon idempotence
B)
(pr—p)—>q zakon Dunse Scota
p — (g—p) zakon simplifikace
(p—(g—r1)) < (pAg)—1) zakon slu¢ovani premis
(p—>—p)—>-p zakon redukce ad absurdum
0)
—(pvq) < (=pr—=q) De Morganovy zakony
—(prg) & (=pv—9)
D)
p—q) ©  (=g—>-p) peq) o (P9 A (g-p)
—(p—>q) & (PAr-9) peq) o (P2PN=p>=9)
r=q) © —pr-q)
(r—q9) &  (=pvq
E)
komutativita  (pAg) <> (gApP) (pvq) < (gvp) (pe>q) © (g>p)
asociativita  (pA(GAr)) © (PAGIAT) (V’;;(q V) (VD goro(pogror)
distributivita  ((pA(gvr))>((pAg)V(pAF)) ((pv(grr)=((pvq) A(pvr))

tranzitivita (p—q9) = (g—=>r)—=(p—r))

F) (kde T je tautologie a K je kontradikce)
PAT)<p

PArK)ye K

pvToT

(pvK)op
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Pravidlo substituce

Tautologie zlistane tautologii, i kdyZ v ni nahradime kazdy vyskyt urcité proménné jednou a toutéz
spravné utvorenou formuli.

Pravidlo ekvivalentniho nahrazeni

Necht' A je s.u.f,, ktera obsahuje alesponi na jednom misté¢ podformuli B. Jestlize plati, Ze B je
ekvivalentni s C, a jestlize formule A' vznikne nahrazenim libovolného poctu vyskyti formule B
formuli C ve formuli A, pak A je ekvivalentni s A'.

(Pozn. o rozdilech: Podle pravidla substituce nahrazujeme proménné, podle pravidla ekvivalentniho
nahrazeni nahrazujeme formule. Pfi uziti pravidla substituce dosazujeme za kazdy vyskyt, pfi uziti
pravidla ekvivalentniho nahrazeni dosazujeme za libovolny pocet vyskytt.)

Vyrokové logické vyplyvani

Véta B vyrokove logicky vyplyva z vét A, A,, ..., A, jestlize nabyva hodnoty pravda za vSech
takovych ud€lenich hodnot proménnym, pfi nichz nabyvaji hodnoty pravda vSechny véty A, A,,
A=)

n

(Pozn.: Zapisujeme A, A,, ..., A
Ao nA B

A, |= B, pficemz (A, Ay, oy A, A |2 B) & |= (A[nA,

n-1° n-1°

UPLNY SYSTEM SPOJEK VYROKOVE LOGIKY
Véta o reprezentaci

Kazdou pravdivostni n-arni funkci f Ize reprezentovat formuli vyrokové logiky, kterd obsahuje
pouze spojky — a A, resp. v, : A(py, Py, -+ P,)-

Uc¢inme dohodu, ze vyrazem konjunkce, resp. disjunkce, rozumime formuli, kterd spojuje spojkou
konjunkce, resp. disjunkce, n-atomickych formuli.

Literaly jsou atomické formule a negace atomickych formuli.

Formuli A je normalni disjunktivni formou nad atomickymi formulemi p,, p,, ..., p,, je-1i A tvaru

disjunkce, jejiz kazdy Clen je konjunkci n€jakych literalii z p, p,, ... p, nebo literalem.

Formuli A je normalni konjunktivni formou nad atomickymi formulemi p|, p,, ..., p,, je-li A
tvaru konjunkce, jejiz kazdy ¢len je disjunkei n€jakych literald z py, p,, ... p, nebo literalem.

Elementarni konjunkei nad p|, p,, ..., p, je kazda konjunkce literali z téchto formuli, v niz se

kazdy z téchto symboll vyskytuje jako literal prave jednou.

Elementarni disjunkci nad p, p,, ..., p, je kazda disjunkce literalii z t€chto formuli, v niz se kazdy
z téchto symbolli vyskytuje jako literal pravé jednou.

Uplnou normaélni disjunktivni formou (UDNF) je kazda disjunkce réiznych elementérnich
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konjunkcinad p(, p,, ... p,.

Uplnou normalni konjunktivni formou (UDNF) je kazda konjunkce riznych elementarnich
disjunkci nad py, p,, ... p,-

Ke kazdé formuli A vyrokové logiky, ktera neni tautologii (kontradikci), 1ze najit formuli B, ktera
je ve tvaru UKNF (UDNF) a je ekvivalentni s A (UKNF tedy nelze zkonstruovat pro tautologie
a UDNF nelze zkonstruovat pro kontradikce).

AXIOMATIZACE VYROKOVE LOGIKY

1) Formalni jazyk

Formalni jazyk (abeceda a gramatika-s.u.f.) je relativni k danému axiomatickému systému. Napf.
v ptipad¢ standardniho axiomatického systému jsme vybrali — a —. Formalni jazyk tak je Casti
jazyka, ktery jsme uvedli vyse.

2) Zadani axiomi

Axiomy jsou zékladni vybrané pravdivé véty (tautologie) dan¢ho sytému.

Standardni axiomy VL

Ax. 1: p—>(q—p)

Ax. 2: (p—(g—1)) = (p—>9)—>(p—>r))

Ax.3: (= g—>—-p) > (p—9)

3) Zadani odvozovacich pravidel

Modus ponens (pravidlo odlouceni)

Tvrdime-li A i A—B, pak mizeme tvrdit 1 B.

A, A—>B
B

Pravidlo substituce

Tvrdime-li néjakou vétu, pak mizeme tvrdit i vetu, kterd vznikne z plivodni véty tim, ze vSechny
urcité proménné a nahradime néjakou spravné utvorenou formuli.

A
A[B/a] (pomoci [B/a] vyznacujeme nahrazeni proménné a formuli B)

Axiom-schémata

Ax.1: A>(B—>A)

Ax.2: (A>(B—-C)) - (A—>B)—(A—-(C))
Ax.3: (-B—>-A) » (A—>B)

(Axiom-schémata ndm na rozdil od axiomii generuji nekone¢né mnoho vét daného axiomatického
systému, proto v takovémto systému nepotiebujeme pravidlo substituce.)
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DALSI POJIMY

Diikaz

Diikaz je v daném systému konecnd posloupnost spravné utvotfenych formuli (krokt dikazu),
z nichz kazd4 je bud’ axiomem nebo byla odvozena aplikaci nékterého pravidla odvozeni na nékteré
predchazejici spravné utvorené formule.

Dokazatelnost

Urcita formule je dokazatelnd v daném systému tehdy a jen tehdy, kdyZz v tomto systému existuje
dikaz, jehoz je tato formule ¢lenem. (|-)

Teorém je v systému S formule, kterd je dokazatelna v systému S.
Diikaz z hypotéz

Dikaz je v daném systému kone¢nd posloupnost spravné utvofenych formuli, pficemz formule A;

je vdaném systému dokazatelnd z mnoziny hypotéz H (tj. formuli, které nejsou tautologiemi),
jestlize pro kazdé i plati bud’ 1.) A, je jednou z hypotéz, nebo 2.) A, je axidbmem, nebo 3.) vzniklo

jako zavér odvozovaciho pravidla MP, jehoz pfedpoklady lezi mezi A, ..., A, . Rekneme, Ze
formule A, je dokazatelna z pfedpokladd H (H |- A,).

Véta o dedukci (metateorém dedukce)

Je-li véta B dokazatelnd z vét A, A,,..., A, pak véta A,—B Je dokazatelna z vét A, A,, ..., A,
(tedy je-li AL Ay A LA, FB, pak A Ay A - An—>B).

n-1°
Sémanticky vyklad pravidla modus ponens

Jestlize formule A a formule A—B jsou tautologie, pak i B je tautologii. (Modus ponens je tedy
pravidlo, které zachovéva i pravdivost.)

Sémantické varianta véty o dedukei

B vyplyvaz A, A,, ..., A
A —B.

A, (tedy Ap Ay s A LA, E B), pravé kdyz Ay Ay s A

n-1° n-1° n-1 =

Rozhodnutelnost

Mnozina A je rozhodnutelna ve své nadmnoziné¢ B tehdy ajen tehdy, kdyz existuje efektivni
procedura (procedura o konecném poctu krokl) aplikovatelna na prvky mnoziny B takova, Ze
umozni rozhodnout o kazdém prvku mnoZiny B zda je, ¢i neni, prvkem mnoziny A.

Abeceda musi byt rozhodnutelna v mnozin€ vSech moznych symbolt.

Mnozina spravné utvorenych formuli musi byt rozhodnutelnd v mnozin€ vSech moznych kombinaci
znakl abecedy.

Mnozina axiomil musi byt rozhodnutelna v mnoziné spravné utvoienych formuli.
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Dany systém je rozhodnutelny tehdy a jen tehdy, kdyz mnozina jeho teorémi je rozhodnutelna
v mnozin¢ vSech spravné utvorenych formuli.

Bezespornost (=konzistence)
Dany systém je syntakticky bezesporny, plati-li, Ze v ném neni dokazateln4 véta AA—A (spor).

Dany systém je sémanticky bezesporny, plati-li pro kazdou vétu A, Ze je-li tato véta dokazatelna,
pak je taky logicky pravdiva (je tautologii). (Je-li |- A, pak |= A.)

I'Jplnost

Dany systém je syntakticky uplny, plati-li, Ze pfiddme-li k mnozin€ axioml spravné utvorenou
formuli (vétu), ktera neni teorémem, pak dostaneme sporny systém.

Dany systém je sémanticky aplny, plati-li pro kazdou vétu A, Ze je-li tato véta tautologii, pak je
v daném systému dokazatelna (je teorémem). (Je-li |= A, pak |- A.)

(Pozn.: Kdyz je kazdy teorém tautologii, jde o (sémantickou) bezespornost, kdyz je kazda
tautologie teorémem, jde o (sémantickou) Uplnost. Kdyz je systém jak bezesporny, tak i Gplny, tak
mnozina teorému je totozna s mnozinou tautologii.)

Systém vyrokové logiky je rozhodnutelny, bezesporny i tplny.

ZAVEREM

Pti aplikaci vyrokové logiky na pfirozeny jazyk narazime (pfi vSech vyhodach jednoduchosti,
rozhodnutelnosti, bezespornosti a uplnosti VL) na urcita tskali - ne vSechny ptipady vyplyvani jsou
totiz vyrokovou logikou zachytitelné. UvaZzme napt. nasledujici usudky:

Premisa 1 Kazdy ¢lovek je smrtelny. Legendarni ¢esky logik pisobi v Brné.
Premisa 2 Sokrates je ¢lovek. Legendarni ¢esky logik je hudebnik.
Nekteti hudebnici plisobi v Brné.

Zaver Sokrates je smrtelny. (pokud n¢kdo je legendarnim ¢eskym

logikem)

Ackoli zavér v nich zjevné vyplyva z premis, VL, analyzujici dané vyroky jako p, ¢, r a cely
usudek pak jako (pAg)—r, neni s to toto vyplyvani prokazat z hlediska spravnosti - Ize totiz nalézt
takové ohodnoceni vyrokovych proménnych (po tadé: 1, 1, 0), kterym cely usudek nabude
pravdivostni hodnoty nepravda. (VL tedy analyzuje vyrazy pfili§ hrubozrnné.) MiiZzeme formulovat
nasledujici tvrzeni: Jestlize véta B vyrokove vyplyva z vét A, A,...., A , pak z nich také vyplyva.

Neplati ovSem obracen¢ tvrzeni: Jestlize véta B vyplyva zveét A, A,.,..., A , pak znich také
vyrokové logicky vyplyva.

1.10.1999, v.c.IV

http://www.phil.muni.cz/fil/logika/ text vl.php 28.7.2003


http://www.phil.muni.cz/fil/logika/_text_vl.php

